@ APPLICAT° LINEAIRES

@ Applications linéaires

n Application linéaire, base, noyau, bijectivité, ...
Pour toutes les applications suivantes
Déterminer si elles sont linéaires
"1 si f, avec s € [1;8] est linéaire

> Déterminer une base de son noyau
> Déterminer une base de son image
> Déterminer si les bases sont bijective ou non

B vz € R®, fi(x) == 21 — 22 + 313

mVazeR3 fo(z) =221 + 22+ 5

B vz € R?, f3(z) := 2% + 23

mVx€R3 fa(x) := 21 + 20 — 73

E Vo € R2, f5(z) := (z1 + 372,231 — 1)

n Vo € R3, fo(z) := (x1 — w2+ 3, 21 + 422 — 223)

ﬂ V.’EERS, f7( ) =
(3x1 — 229 + x5, 21 + X2 — X3, —21 + 222 + 3x3)

m Vz € R, fg(z) ==

2
(x5 — z2, 22 + 3,221 — T3,21 + 3T2)

@ Manipulation des applications lin.

E Noyau, image

Soit (u1,us,u3) une base de K3

On définit I'application linéaire f € £(K?) par :
flur) = uy + 2ug + u3
Jluz) = uy +ug —u3

flus) = ug +us

Déterminer Ker(f) et Im(f).

B Soit f : R? — R? et g : R? — R? les deux applications
linéaires définies par :

flz) =
g(z) =

Vz € R?,
Yz € R3,

(1 — 29, —3x1 + 3x2)

(x1 + z2 + 23,201 + 29 — 3)
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On note B, et Bs les bases respectives de R? et de R>.
Déterminer Mg, (f) et Mp,5,(g).

n Soient f : R? — R? et g : R? — R? deux applications
linéaires définies par :

f(z) =
g(x) =

(21 4 22, 1 + 22 — x3),Vx € R3
(3.’131 — T9,3Ty — :I/’l,CCl)V.'E S R2

On note B, et Bs les bases canoniques respectives de R?
et R3.

1l Calculer la matrice A = Mp, s, (f), puis
B= MBsBz (g)

1 En déduire Im(f), Im(g)
] Déterminer h = g o f, puis sa matrice Mg, (h)

ﬂ Calculer BA, que remarque t-on?

B Soient f : R? — R2, Vo = (71, 22) € R?
flz) =

On note B, la base canonique de R? et B; =
une autre base de R2.

11| Calculer la matrice de f dans la base canonique,
puis dans la base B5;.

(2.’E1 + z9,3x1 — 2.’,62)

((3,2),(2,2)

1l Calculer la matrice de passage de B, a B;. En
déduire a nouveau la matrice de f dans la base B;.

n Soient ¢, la base canonique de R? et F = (f1, f2, f3),
ou :

H=011), fo= f3=(1,0,0)

n Vérifier que F est une base de R3.
1 Déterminer Mz(f), ol f € L(R?) est définie par :

fz) =

(1,1,0) et

Vx € ]RB, (2%1 + x3,T1 — 41112,3.’171)
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On pose
F = {$€R3|$1+2$2=06ta:1+3x2—x3:0}

et on définit f : R? — R? par

Vo = (21,32,23) €R®,  f(z) = (0,21 + 222, 21 + 322 — a3)

11l Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

E Montrer que f est une application linéaire. A quoi
correspond I'ensemble F pour f?

B Déterminer une base de ker(f). f est-elle bijective ?

n Donner la matrice A de f dans la base canonique
de R3.

1 Soit B := (u1, ug, uz) ol

Uy = (—27 1, 1)7 Ug 1= (O, 1, 1), ug = (O,O7 1)

Montrer que B est une base de R>.

ﬂ Calculer la matrice D de f dans la base B en
utilisant la formule de changement de base.

B On pose

F = {xER?’|m1—m2+m3:0et2x1+a}2=0}

et on définit g : R* — R3 par

Vz = (1‘1,1'2,.'133) € R3) g(l’) = ($1 +l‘2,2$2 — 3,71 +.’L’3)

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Montrer que g est une application linéaire. A quoi
correspond I'ensemble E pour g ?

3. Déterminer une base de ker(g). g est-elle injective ?

4. Donner la matrice M de g dans la base canonique
de R3.

5. Soit C := (v1,v2,v3) OU
vy = (1,-2,1),

vy == (0,1,1), w3 :=(1,0,0).

Montrer que C est une base de R3.

6. Calculer la matrice N de g dans la base C en
utilisant la formule de changement de base.
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On pose
E = {;CE]R3|x1+x2+x3:0etx1—2m220}

et on définit f : R® — R? par

Va = (21,22, 73) € R3,

1.
2.

f(x) = (x1 — 22,22 + 23,71 + x3)

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R?.

Montrer que f est une application linéaire. A quoi
correspond I'ensemble E pour f?

Déterminer une base de ker(f). f est-elle injective ?

Donner la matrice M de f dans la base canonique
de R3.

Soit C := (v1,v2,v3) OU
_3)? _1)7

Montrer que C est une base de R?.

vy = (2,1, vy := (0,1, vz := (0,0,1).

Calculer la matrice N de f dans la base C en
utilisant la formule de changement de base.

m On pose

F = {x€R3|3x1—x3:Oetx2+x3:0}

et on définit g : R* — R3 par

Yz = (21,22, 73) € R3,

1.
2.

g(x) = (2z1+x2, T2 —T3, T1+T2+T3)

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Montrer que g est une application linéaire. A quoi
correspond I'ensemble F' pour g ?

Déterminer une base de ker(g). g est-elle injective ?

Donner la matrice P de g dans la base canonique
de R3.

Soit D := (wq, wz,ws) OU

1
wy = (]_’0’ g), wy = ([),—]_,1), w3z 1= (0,0,1)

Montrer que D est une base de R>.

Calculer la matrice Q de g dans la base D en
utilisant la formule de changement de base.
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