@ POLYNOMES FORMELS

@ Les polynomes formels

Lindéterminée X

Analogie avec les suites

n Une suite définie par un polynéme
Soit la suite (u,,) définie pour tout n € N par :

Up =3n%2 —2n+1
n Calculer les cinq premiers termes de la suite (u,).

E Définir rigoureusement le terme . Quel est
le degré du polynébme ?

B Démontrer par récurrence que u, = 3n* — 2n + 1
pour tout n € N.

a Indéterminée et évaluation
Soit le polynéme P(X) = 3X?% —5X + 2.
1l Donner le degré de P, son coefficient dominant et
son terme constant.
1 Calculer P(1), P(—1) et P(2).

1 Vérifier que P(X) = (3X —2)(X — 1) en
développant.

a Suites et polynbmes
On considére les suites suivantes :

> u, = (1,2,4,8,0,0,...)

> v, = (0,0,0,0,...)
> sp, = (4,8,6,4,7,2,2,0,...)
> t”: (170707170,0,0,...)

1l Déterminer le point commun de chaque suite.
E Donner la définition d’'un polynémes.
] En déduire les polyndmes dériére les suites.

n Donner le degré de chaque polynéme.

n Déterminer X%, X2, 4X3 4+ 2X8,

B Ssoient P = 4X5 4 (4 + i) X® + X 44X 4 7 et
Q =(7,0,0,4,1,4+14,0,0,4) deux polyndbmes a coefficients
dans C. Expliquer pourquoi P = Q.

Polynomes et propriétés

— Rappels
Soit £ € N. On définit X* de la fagon suivante :

> Si k = 0, X* est le polyndme constant donné par
X =(1,0,0,0,...) = 1.

> Sik =1, X* est le polynéme X = (0,1,0,0,...), pu
le polyndme est appelé indéterminé X.

> Sik > 2, X* est le polyndbme X* = (a,,).en tel que
ar =1letqueVn #k, a, =0.
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n Polynémes, calculs, degré, propriétés
Soit les polyndmes suivants :

P(X)=3X3-5X%4+2X — 7,
Q(X) = X"44X —6,
R(X)=2X?—-X +3.

n Calculer P + @, 4Q — 8P et 2PQ, puis donner leur
degré.

E Déterminer les propriétés du degré d’opérations de
polyndbme

H Avec les polynémes suivants, déterminer leur degré
SANS calculer des polyndmes P + 20Q, P — PQR,

(2P + 4Q)(RQ).
Py(X) =4XT +2X5 — 2X? 44X +9,
Qa(X) =5X3X* + X36X +7,
Ro(X) = —2X° +4X3 + X? ~3X +8.

ﬂ Déterminer les propriétés d’addition, de

multiplication d’un scalaire & de multiplication des
polynébmes.

Binéme x Polynomes
Calculer le polynéme suivant :

P=(X-3)"+(X-5)?
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8  Sommes x Polynémes x Systémes linéaires |

Soit S(n) = 3" k.
k=0

n On suppose qu'’il existe un polynbme P de degré 4 tel que pour tout n € N,P(n) = S(n).
E] Calculer P(0), P(1), P(2), P(3), P(4).

E Ecrire S(n) pour n = 0,1,2,3,4 et déduire un systéme de 5 équations dont les inconnues sont les coefficients
de P.

I} Résoudre ce systéme pour déterminer les coefficients du polynéme P.
E Montrer par récurrence que pour tout n € N, P(n) = S(n).

1] Déterminer la décomposition en facteurs irréductibles de P.

. 2 1 2
1 En déduire S, = %
Effectuer les divisions euclidienne des polyn6mes
n Polynémes & Sommes suivants.
On cherche s'il existe un polynéme @ de degré 3 tel que 3
= —5X +14 X)=X-1
pour tout n € N, A B R0 =3X° - 5X + 4 par Qu(X)
0o, I P(x)=2X*+ X2 —7X + 2 par
Qn) = ,;Ok - Q2(X)=X2+1
A Pi(X)=2X*-3X%+ X%~ X +5 par
1l Montrer que 2X2 +3X +1=2(X + 1)(X + 1). Qr(X) = X2~ X 42

E On suppose qu’il existe un polynéme @ de degré 3
tel que pour tout n € N,

Q) = > K2,
k=0

El Calculer Q(0), Q(1), Q(2), et Q(3). m Les polyndmes suivants sont ils divisibles ?

I3 En déduire un systéme de 4 équations dont B AX)=X3—2X2+ X —2et B=X —2
les inconnues sont les coefficients de Q.
Pl AX)=X*+X2—2etB=X2+2

3 Résoudre le systéme pour déterminer
I'expression de @, puis en déduire Q.

Montrer par récurrence que pour tout n € N, . R .
E P que p m Décomposer les polyndmes de K[X] ci-dessous en

noo facteurs irréductibles pour K := R, puis pour K := C.
Qn) = > k.
h=0 Il 2X3 —3X2—5X +6

k2. o oxt-
Fl X4 —3X3 —3X24 11X -6
U x® o7
Xt 4XP 4 6X% —4X +1
@) Arithmétique dans K[X] B x¢_5x 4
Bl X3 -3Xx243x -1
Soient P(X) = 2X3 +3X2 - 5X +4etQ(X) = ﬂ X3 4+3X2%2 —4X —12

X2 X +1, B Xt —2x3 4 X% -2X +1
Effectuer la division euclidienne de P par Q.

En conclure que Q(n) =

X
itg=
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