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@ Les relations binaires

| Définitions et généralités

On considére A et B deux ensembles.

Onappelle ... sur Aet Bunepartie Rtelque R ............ . Soit (a,b) € Ax B alors
ont dit qu’ils sont en relation lorsque . ... .. IS

Lorsque A=Balors Restune ........cocoiiiiiiiiiiiiiiiiinenan... .

O Remarque
> On appelle | ensemble | une collection d’éléments distincts et non-ordonnés.
> Lorsque I'on note (a1, a2) € A x A’ cela signifie en fait que a1 € A etay € A'.
Cas particulier : Si a; et a; appartiennent tous les deux a A on peut le noter de deux maniéres,
ai,ay € A<= (a1,as) € Ax A<= (ay,a) € A?
s A
. _/

Propriété PR
PROPRIETES FONDAMENTALES

On considére une relation R sur un ensemble E quelconque.
Alors R est dite :

= | Reflexive | Si et SBUIBMENTE Si & ..o e e e e

= | SYMETrIqUE | Si et SBUIBMENT Si & . e e e

= [Antisymétrique] Si Bt SEUIBMENE S ..

= | Transitive | Si e SBUIBMENT Si & ..o e e e e e e e e e e
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| Relation d’équivalence

R# Relation d’équivalence

On considére une relation R sur un ensemble E non-vide.
On dit que R est une | relation d’équivalence | si et seulement si R est :

T T A
Soitz,y € E,
Onappelle ..o de z 'ensemble des éléments y € E qui sont en relation avec x.
Elle est notée C(x) ou = ou méme . On utilisera les deux premigres notations.

NS, I est appelé | ensemble quotient | et il

est noté E/R.

Remarque

Soit £ un ensemble quelconque.
Lentier noté |E| estappelé ..., de E.

Les relations d’équivalences
On considere la relation R sur Z définie par :

aRb < n divise b — a.

n Montrer que la relation R est une relation d’équivalence sur Z.
E En utilisant la division euclidienne, montrer qu’il y a exactement n classes d’équivalences distinctes.

a On considére la relation R sur R? définie par :
(a,b)R(c,d) <= a® + b* = ¢ + d?

1l Montrer que R est une relation d’équivalence sur R2.
1] Décrire les classes d’équivalences du couple (a, b).

B On désigne par R?/R I'ensemble quotient pour cette relation.
Montrer que I'application :

f:R?*/R — [0;+o00[
(a,b) — a* + b

est bien définie et que c’est une bijection.

Soit f : E — F une application.
Alors on dit que f est :

= S B SBUIBMENE Si & .o e e e
= Si B SBUIBIMENE Si & oo e e
= | Bijective | si et seUlement Si i .. ... o
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Propriété oz
CLASSES D’EQUIVALENCES

On considére une relation d’équivalence R sur un ensemble A non-vide.
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

= Vxe A,onaC(z)#0

= Vz,y € Aavec C(z) # C(y),ona C(x)NC(y) =0
Deux classes d’équivalences diffErentes . ... ... ... ... oo e

= UCx)=A4
z€A
Lunion de toute les classes d’équivalences donne I'ensemble A.
Ainsi, 'ensemble de toutes les classes d’équivalences distinctes de R formeune ......................... de A.
O Remarque
Soit A un ensemble non vide, I u intervalle et (P;);c; une famille de partie de A.
Alors onditque (P;);cyestune ...t de A si et seulement si :
= Viel, P #0 = Vi,jel, i#j PNP =0 = JP =4

iel

| Relation d’ordre

A Relation d’ordre

On considére une relation R sur un ensemble E non-vide.
On dit que R est une [ relation d’ordre | si et seulement si R est :

Une relation d’ordre est généralement notée <.
Lorsqu’au moins tous les éléments de E sont en relation avec un autre, on parle alors d’| ordre total |, sinon

d’| ordre partiel |.

R est d’ordre total <= Vz,y € E, zRyVyRzx

On note (E, R) 'ensemble ordonné.
Ainsi, si R est une relation d’ordre total, on parlera d’[ensemble totalement ordonné].

B On considere la relation << dans N* définie par :

m << n <= Jk € N* tel que n = km

n Montrer que << est une relation d’ordre partiel sur N*.
On considére par la suite que N* est ordonné par la relation <<.

E Soit A ={4,5,6,7,8,9,10} ? Déterminer si ils existent les éléments appelés maximal, minimal, minimum, maximum,
minorant, majorant, supremum, infimum.

On considére un ensemble ordonné O = (A, <) fini et B C A un sous-ensemble de O.

= be Best|minimumde B|sivi e B, b<V Le plus petit élément dans I'ensemble. min(B)

= be Best|maximumde B|sivt' e B, b>V Le plus grand élément dans I'ensemble. max(B)
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RB Minimal et maximal

On considére un ensemble ordonné O = (A, <) fini et B C A un sous-ensemble de O.
= be Best minimalde B|sivt' € B, b<b =b=1V

— be Best|maximalde B |sivt' € B, b>b =b=1V
Ce sont les plus petits éléments au sens de la relation d’ordre noté <.

|\ J

Propriété

Le relation < ne représente pas nécessairement « inférieur ou égal », c'est simplement la notation pour repré-
senter une relation d’ordre.

MINIMUM V/S MINIMAL

Si b € min(B)
Alors Vb’ € B, alorsona b < V'. b est le plus petit élément de B au sens de la relation <.
Dans le diagramme de Hasse, le minimum est représenté par une feuille unique.

b € B minimal

AlorsViy e Bonab<t — b =b

Il N’y a aucun élément de B plus petit que lui au sens de <.
Dans le diagramme de Hasse, toutes les feuilles sont minimales.

Propriété

MAXIMUM V/S MAXIMAL

Si b € max(B)
Alors Vb’ € B,on ab’ <b. b estle plus grand élément de B au sens de la relation <.
Dans le diagramme de Hasse, le maximum est représenté par une racine unique.

b € B maximal

AlorsV' e Bonab<bd =V =b.

Il N’y a aucun élément de B plus grand que lui au sens de <.
Dans le diagramme de Hasse, toutes les racines sont maximales.

A8 Majorant et minorant

On considére un ensemble ordonné O = (A, <) fini et B C A un sous-ensemble de O.

= aE...... est(minorantde Blsivbe B, ...............
= a€..... est(majorantde B|siVbe B, ...............
Les minorants/majorants sont les éléments en relations avec tous les autres éléments de A.
|\ J
Majorant et minorant n’existent pas nécessairement.
Les ensembles infinis par exemple...

Propriété

LES BORNES

On considére un ensemble ordonné O = (A, <) fini et B C A un sous-ensemble de O.
=> Le plus petit des majorants estaussila ............... ... ...l de B notée ......

= Le plus grand des minorants estaussila ....................oooolt de B notée.......
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O Remarque

> Un élément minimum est borne inférieure de B.
> Un élément maximum est une borne supérieure de B.
> Un élément minimal (resp. maximal) n’est pas forcément une borne de B.

| Définitions supplémentaires sur les relations d’ordre

AB Relation inverse

On considére une relation R d’ordre sur un ensemble A non-vide.
Alors la relation R~! est définie par :

Vi,j e A, iRj < R

est une relation d’ordre sur A.
On I'appelle [ relation d’ordre inverse | sur A.

\\ J/

R# Relation produit

Soit (4, R) et (B, S) deux ensembles ordonnées.
Alors on définie la relation P sur A x B par :

Y(a,b),(c,d) € Ax B, (a,b)P(c,d) < aRec AbSd

est une relation d’ordre partielle sur A x B.
On I'appelle | relation d’ordre produit | sur 4 x B.

G J

R# Relation lexicographique

Soit (4, R) et (B, S) deux ensembles ordonnées.
Alors on définie la relation £ sur A x B par :

Y(a,b),(c,d) € Ax B, (a,b)L(c,d) <= (a# cAaRc)V (a=cAbSd)

est une relation d’ordre sur A x B.
On l'appelle (relation d’ordre lexicographique | sur A x B.

Diagramme de Hasse

Rl Prédécesseur et successeur

Soit (4, <) un ensemble ordonné, et z,y € A deux éléments tels que = < y.

On considére qu’il n'existe aucun élément k € A distinct de x et y tel que = < k < y. Permet d’éviter toute transitivité de <
entre x et y.

Alors :

=y est lo (SUGGESSEUT) de .
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a—
e DIAGRAMME DE HASSE

Tout ensemble ordonné fini (A, <) peut étre représenter a 'aide d’'un diagramme de Hasse.
En suivant les regles suivantes :

> Chagque point du diagramme est un élément de A.

> La position de chaque points suit la régle suivante :
-x,y € Aavec x < y au sens de la relation <. Alors z est placé en dessus de son représentant y.
- Dans le cas contraire x sera placé au dessus de y.

> Deux points x, y représentent deux sommets et sont reliés par un segment de z vers y.

n Soit la relation < définie sur {1,2,3,4} par :

(r,y) < (2, y) = a>a' Ny <y

11| Prouver que < est une relation d’ordre.
" Dessiner le diagramme de Hasse de <.

2]l Déterminer si (A, <) admet des extremas.

B On définit une relation binaire < sur R* par :

r<y<=3dneN, y=2a"

Montrer que < est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?

A Matrice booléenne

On considére une relation R définie sur un ensemble A non-vide.

Une relation peut étre représentée Par UNE ...........ouiiiui i , ce qui signifie que les
éléments de cette derniéres sont réduits a deux possibilités {0, 1} ou encore {F,V'} qui correspondent respectivement a
la valeur fausse etlavaleur vraie .

On peut utiliser [symbole de KroneckerJ qui est une fonction définie par :

(6 — {1 Si iRj

0 sinon

Université Le Havre Normandie . Licence 2 Informatique . Killian Reine




On considére deux relations telle que
= R:A— B = S:B—~C

La oo de R et S notée R o S est définie par :

Si la notation (R o S) est trop « chiante », au pire utilisez une lettre pour définir la relation composée genre C.
Evidemment, il faut penser a le dire dans votre rédaction.

n Soient A et B deux ensembles finis et R une relation définie dans A x B.
A:{ai,aiﬂ,...,an} Bz{bj,bj+1,...,bm}
On rappelle la définition de Mg la matrice booléenne d’ordre (n, m) associée a R.

1 si ainj
0 sinon

(Mr)ij = {

] Ecrire des algorithmes qui ont, en entrée une matrice booléenne associée & une relation binaire sur un
ensemble fini et qui précisent si cette relation est réflexive, symétrique ou transitive.
Soient deux relations R et S de A x B, on rappelle que, Vz,y € A x B :

z(R+ S)y < x(RUS)y
z(RS)y <= z(RNS)y

On définit les deux opérations suivantes sur les matrices booléennes P et @ :

PVvQ:(PVQ)=DP,;VQi
PAQ:(PAQ)ij = Pij AQij

m Montrer que Mpgis = MgV Mg;
3 Montrer que Mps = Mg A Msg.
m Donner les algorithmes qui calculent P A Q et PV @ avec P et Q comme parametres.
] On définit maintenant la composition R o S de deux relations R C A x B et S C B x C telle que :

V(z,y) e AxC x(RoS)<=3z€ B|xRzAzSy

On définit aussi [Ie produit booléen] A ® B de deux matrices booléennes A d’ordre (n,p) et B d’ordre (p,m) par :

p
(A® B)ij =\ air Abij
k=1

E) Vérifier que Ro (SoT)=(RoS)oT

m Montrer que Mg.s = Mg ® Mg

3 Soit A= {a,b,c,d} et R C A? une relation sur A définie par R = {(a,b), (b,c), (c,d)}.
ﬂ Ecrire la matrice booléenne associée a R et construire son graphe.

ﬂ Construire le graphe de R?, donner sa matrice associée et vérifier que la formule du u permet de la
retrouver.

m Ecrire un algorithme permettant d’effectuer le produit booléen de deux matrices booléenne.
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Soit R une relation binaire définie sur un ensemble A non vide.

Il peut arriver qu’une relation n‘admette pas une ou plusieurs des propriétés de réflexivité, de symétrie et de transitivité.
Dans ces cas la, on peut faire en sorte qu’une nouvelle relation R+ admette ces propriétés en rajoutant le minimum de
couple possible.

La nouvelle relation basée sur R est alors appelée ......................... depoupe Petnotée...... .

Avec P = { réflexive, symétrique, transitive }, c’est la relation contenant la propriété p |a plus petite au sens de R.

Exercice sur les cl6tures
1l Construire les clétures réflexives, symétriques et transitives de la relation de I'exercice B 2] c]
E Montrer que la cl6ture réflexive de R est R + 14, ou 14 est definie par :
Ve,y€e A, zlpy<—=z=y
E Montrer que la cloture symétrique de R est R+ R~! ou R~! est définie par :
Vo,y€ A, zR ly<=ax=y
n Montrer que la cléture transitive de R est :

|A]
Rt =Y RFoURF=RoRoRo...0R
k=1 k—fois

ou |A| représente | le cardinal | de A.

151 Ecrire les algorithmes de calcul des clétures réflexives, symétriques et transitives.

@ Méthode Démontrer la validité d’'une cloture

Soit R une relation binaire définie sur un ensemble A non vide et P = { réflexive, symétrique, transitive } 'ensemble des
clétures démontrable.

On note p,.p, 'une des « clbtures propriété » que I'on souhaite démontrer et on la nouvelle relation formée de p,,, est
notée R™. Ainsi pour montrer la validité d’'une cléture on peut suivre les étapes suivantes :
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a Eléments maximaux, minimaux, majorants, minorants, supremum et infimum

1l On considére I'ensemble
A= {a,b,c,d,e,f,g,h}

muni d’une relation d’ordre définie par le diagramme de Hasse suivant :
a
b c
d e f 9

h

Pour chaque sous-ensemble B de A ci-aprés, déterminer :
— Les éléments minimaux et maximaux de B;
— S'ils existent : le minimum, le maximum, le supremum et 'infimum de B dans 4;
— Les majorants et minorants de B.

El B={def}
B 3=1{bc9}
B B ={eh}
Bl B={abc [}
A B=4

“J Méme question pour I'ensemble
A = N muni de la relation d’ordre |

(la divisibilité), et pour les sous-ensembles suivants :

B B=1{236}

B B=1{4,812}

B B=1{3,9,1827}
Bl B = {5,10,15,20}
B B =1{2,4,8,16,32}

R Relation circulaire

On considére une relation R définie sur un ensemble A non-vide.
On dit que R est si et seulement si :
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@) Théorie des graphes

| Définitions et généralités

On appelle le triplet G = (...... e e )ou:
= . L= 0T C=TSTT 1 =
= . L= 0] (=TT 1 (=
= . =] o] (=TT 1 (=
. J
( N\
- J
On considére s1,s2 € ...... deux ............ du graphes G et a = (s1,s2) € ...
UNE ..o de G.
Ainsi sy et sosontles ................... de aetilssontdits ...................
entre eux.
& J
4 N\
Al Degré
Soit G un graphe.
Alors on peut associer a chaque sommet s € S un entier appelé
et noté deg(s) quireprésenteenfait ........................
\ J
G J

O Remarque

SoitG=¢(...... e e ) un graphe.

> Soit a = (s1, s2) une arréte, si s; = sp alorsdanscecasonparlede .........................
> Deux arrétes a; etas sontdites ............... . si et seulement si elles possédent les mémes extrémités.

Université Le Havre Normandie . Licence 2 Informatique . Killian Reine




Q8 Graphe simple, Graphe multiple

Soit G un graphe.
Onditque G estun [graphe simple] si il "admet que des arrétes simples. Le cas échéant, on parle de [ graphe multiple ]

En fait, une arréte est dite SImMpPIE Si ... ... i

N J U J

T ( \
Soit G = (5, A, ¢) un graphe.
On considére I'application ¢ définie par :

p:A—{S'CS||8 =2}
a+—< 81,82 >

Ainsi, si la cardinalit¢ de 'objet associé a une arréte noté |S’| peut
étre plus grand que 2 alorsonparle .........................

. J J
R# Sous-graphe

\. J
(" N
\ J
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© Remarque

Soit G = (5, 4, ¢) un graphe.
On appelle [sous-graphe induit] le sous-graphe G’ = (S’, A’) tel que :

Vs1,80 €5, 8Si < 51,80 >€ A=< 51,80 >€ A’

ou < s1, 82 > représente les objets contenus dans I'ensemble A.
On conserve toutes les arrétes entre les sommets du sous-graphe.

- J

R Isomorphisme de graphe

Soit G1 = (51, A1) et G2 = (S9, Ay) deux graphes simple.
Alors, on dit que les graphes G et G, sont si et seulement si il existe une bijection entre eux telle que :

d) : S] — SQ
$1, 82 < 81,82 € Ay =< P(s1), P(s2) >€ Ao

Autrement dit :

A T T T

A T T T
\. J
s A
\ J
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| Graphes particuliers

— Les graphes nuls et leurs antipodes, les graphes complets

Q8 Graphe nul, graphe complet

Soit G = (S, A) un graphe.
= Ondit que G est @ P
On note :
GNUl < e
= ATlinverse, on dit que G est ST e
Ce genre de graphe estnoté ... ..
. J
e N a
N J J

Soit G = (S, A4, ¢) un graphe.

= Onappelle ..........ccocoviiiinn. une suite de longueur n € N notée (s1, s2,...,$,) € S™ de sommets tels que
Vk € [1;n — 1] le sommet s, est adjacent au sommet sj1.

= Tandisquun ............. ...l est une suite de sommets permettant de relier un sommet s € S a lui méme.
Cette suite peut étre notée : (s1,sa,...,8,,81) € S" L

Alors, on peut noter que :

© Remarque

= Une ..., (resp. un ..., Jestdit ... lorsqu’il n'y a
pas de répétition d’arétes.

= Une ..., (resp. un ..., Jestdit ... lorsqu’il N’y a
pas de répétition de sommets.
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— Les graphes connexes

QB Graphe connexe

N

A Composante connexe

Soit G = (.5, A) un graphe.

On appelle | composante connexe | tout sous-graphe G’ connexe et

maximal de G.

— Graphe acyclique

R# Graphe acyclique
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— Les arbres et les foréts

Soit G = (5, A) un graphe.
On dit que G est un siilest ...l et C'est a dire :
A T
T
|\ J
e N [ N [ A
- AN AN J

O Remarque

Lorsque un graphe G est un arbre, on utilise un vocabulaire différent pour définir les différentes composants de ce dernier.
Soit A = (S, A) un arbre.

3> LeS SOMMELS SONE APPEIES . ...ttt ettt ettt ettt e e e e
> Les sommets s € S de degré deg(s) = 1 sont appelés
> Les arrétes sont appelées

Propriété

LES ARBRES

Soit A = (S, A) un arbre, alors il admet les propriétés suivantes :

Soit G = (S, A) un graphe.

On appelle | forét | un graphe acyclique pouvant étre connexe. Plus simplement, une forét représente en fait, un ensemble
d’arbres.
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— Graphes bipartis

R# Graphe bipartis

Soit G = (S, A) un graphe.

On dit que G est Sl et e e e e e e

Propriété

GRAPHE BIPARTIS
Soit G = (S, A) un graphe.

Tout graphe bipartis n'admet aucun cycle simple de longueur impaire (2k + 1,k € Z).

— Graphe planaire

A8 Graphe planaire

On considéere G = (S, A, ¢) un graphe.

On dit que G est siil est isomorphe a un graphe tracé dans R? sans croisement d'arétes.
AU EIMENE Ail, ..ottt et e e e e
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O Remarque

Malheureusement, qui dit graphe planaire dit vocabulaire adapté aux graphes planaires.
Soit G un graphe planaire,

> Une face non bornée est appelée | face externe |.

> Une arréte qui délimite deux faces estappelée ................... . ...

Propriété

FORMULE D’EULER

Soit G = (5, 4, ¢) un graphe.
Alors toute représentation planaire de G avec f faces, s sommets et a arrétes admet I'égalité suivante :

— Arbre couvrant

AB Arbre couvrant

Soit G = (S, A4, ¢) un graphe.

= Un|sous-arbre couvrant | de G est un sous-graphe G’ qui conserve tous les sommets de G.
Onaalors G = (5,4,¢9)etG = (5",A4",¢) avec S = 5'.

= On appelle | arbre couvrant | tout sous-arbre couvrant qui est un arbre.
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G

— Graphe pondéré

R# Graphe pondéré

Soit G = (S, A) un graphe simple.
Soit p : A — R une application appelée ......................... sur les arétes de G.
= Onnote (G,p) = (S, 4, p) 18 <o
= p(a)estappelé ....................... de laréte a € A.
& J/
e N
Alors, on peut noter que :
N J

AB Arbre couvrant de poid minimal

© Remarque

Lalgorithme de Prim permet de déterminer I'arbre couvrant de poid minimal & partir d’'un graphe simple.
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| Coloration de graphe

R Coloration d’un graphe

Soit G = (S, A) un graphe.
On appelle [ coloration de ¢ | 'application ¢ définie par :

Ci...... e
< 81,89 > ..., 7é ......
U (=T 0 1 =T ) e [ A
= Legraphe Gestdit ..........oiii i avec ...... SIS si il existe une coloration telle que
Civnnnn. —{1,2,...,k} estvalide.
= Le plus petit nombre que lon peut utiliser pour colorer un graphe est appelé
................................................................ et il est noté X(G).
= Une .......................................................................................................
S UNBIBBIE) <.«
g J
e N [ N N
- NS NG J

Propriété

COLORATION
Soit G = (5, A) un graphe,

= Pour un graphe nul, on a X(G) =

= Pour un graphe k-complet on a X (G) =

a Exercices du TD2

n Construire le diagramme de Hasse correspondant a (D35, |).
E Que peut on dire de ce graphe ?
E Déterminer le degré de chague sommet. Puis calculer la somme des degrés.
n Enumérer les cycles de longueur n = {4,6,8}.
E Ce graphe est-il un arbre ?
E] Si oui : Quel est son degré maximal.

] si non : construire un arbre couvrant.
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Propriétés des graphes
Déterminer les propriétés des graphes suivants :

ol | :
CTAY

ol |
all.

11
12

m Tracer les graphes complets pour k € [2, 6]

m En utilisant I'algorithme de Prim, puis de Kruskal, déterminer I'arbre couvrvant de poid minimal

ﬁ 8% .
4 7 3 (D)
% 5 9 F 5 \ %
3% i e‘é?*z © 3
6 2 7 8
9 1 4 H 3 fJ} 4 J
(H—4

m Coloration

Reprendre l'intégralité des graphes de I'exercice 10 pour les colorer, on précisera a chaque fois les stables, les cliques et

le nombre chromatique.
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